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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå èññëåäîâàíû C
∗
-ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Òåïëèöà ñ ïîìîùüþ èçîìåòðè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà Òåïëèöà äåéñòâóåò íåïðèâîäèìî, âñå
òàêèå ðàñøèðåíèÿ ïîðîæäàþò îäíó è òó æå àëãåáðó, òî åñòü íåò íåòðèâèàëüíûõ ðàñøèðå-
íèé àëãåáðû Òåïëèöà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåòðèâèàëüíûõ ðàñøèðåíèé àëãåáðû Òåïëèöà
â ñëó÷àå, êîãäà åå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà, èíâåðñíîå ïðåäñòàâëåíèå, àëãåáðà Òåï-
ëèöà, pi -ðàñøèðåíèå, èíâåðñíîå pi -ðàñøèðåíèå, C
∗
-àëãåáðà.
Ââåäåíèå
Â ñâîåé èçâåñòíîé ðàáîòå [1℄ Êîáóðí äîêàçàë òåîðåìó î òîì, ÷òî âñå èçîìåòðè-
÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóãðóïïû Z+ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ïîðîæäàþò
C∗ -àëãåáðû, êàíîíè÷åñêè èçîìîðíûå àëãåáðå Òåïëèöà. Ìíîãèå àâòîðû îáîáùèëè
ýòó òåîðåìó íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîëóãðóïï. Äóãëàñ [2℄ ïîêàçàë, ÷òî âñå èçîìåò-
ðè÷åñêèå íåóíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë R ïîðîæäàþò êàíîíè÷åñêè èçîìîðíûå àëãåáðû. Ìåðè [3℄ äîêàçàë ýòó
òåîðåìó äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîíóñîâ àáåëåâûõ ãðóïï ñ ïîëíûì ïîðÿäêîì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, Ìåðè [3℄ è Äæàíã [4℄ ïîêàçàëè, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà äëÿ ïîëóãðóïïû
Z+\{1} . Èçîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóãðóïïû Z+\{1} áûëè èçó÷åíû â ðà-
áîòàõ [57℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââåäåíî ïîíÿòèå pi -ðàñøèðåíèÿ ïîëóãðóïïû íåîòðèöàòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñåë Z+ (ñì. îïðåäåëåíèå 1). Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà C
∗
-àëãåáð, ïî-
ðîæäåííûõ pi -ðàñøèðåíèåì ïîëóãðóïïû Z+ . Ââåäåíî òàêæå ïîíÿòèå èíâåðñíîãî
pi -ðàñøèðåíèÿ ïîëóãðóïïû Z+ (ñì. îïðåäåëåíèå 3). Äîêàçàíî, ÷òî åñëè pi  íåïðè-
âîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû Z+ , òî ó Z+ íåò íåòðèâèàëüíîãî èíâåðñíîãî
pi -ðàñøèðåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà pi  ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, ñóùåñòâóåò íåèí-
âåðñíîå pi -ðàñøèðåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçîìåòðè÷å-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Z+ âñåãäà ñóùåñòâóåò íåèíâåðñíîå pi -ðàñøèðåíèå.
Â ðàáîòå òàêæå èññëåäîâàíû ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Òåïëèöà, ïîðîæäåííûå èí-
âåðñíûìè pi -ðàñøèðåíèÿìè ïîëóãðóïïû Z+ . Ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè òàêèõ ðàñøè-
ðåíèé åñòü ðàñøèðåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áàøíþ âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
àëãåáð Òåïëèöà, èíäóêòèâíûé ïðåäåë êîòîðûõ åñòü C∗ -àëãåáðà, ðàññìîòðåííàÿ â
ðàáîòå Äóãëàñà [2℄.
1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ
àññìîòðèì èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû Z+ íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë pi : Z+ → B(H), ãäå B(H)  ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Is (H) ïîëóãðóïïó
âñåõ èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ èç B(H) .
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäïîëóãðóïïó M ⊂ Is (H) íàçîâåì pi -ðàñøèðåíèåì ïîëó-
ãðóïïû Z+ , åñëè
1) pi(Z+) ⊂M ;
2) pi(i)T = Tpi(i) äëÿ T èç M è i èç Z+ .
Âñþäó â ñòàòüå, ãäå íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå pi : Z+ → B(H
2), ãäå H2(S1, dµ)  ïðîñòðàíñòâî Õàðäè èíòåãðèðó-
åìûõ ñ êâàäðàòîì êîìïëåêñíîçíà÷íûõ óíêöèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1 ïî
ìåðå Õààðà µ , ñïåêòð êîòîðûõ ëåæèò â Z+ .
Îïåðàòîð pi(n) åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíûé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ einθ ,
òî åñòü pi(n) : H2 → H2 è pi(n)f(eiθ) = einθf(eiθ).
Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà óíêöèé 1 , eiθ , ei2θ , . . . â H2 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì,
îïåðàòîð pi(1)  îïåðàòîðîì ñäâèãà íà ýòîì áàçèñå: pi(1)einθ = ei(n+1)θ. Ïîýòîìó
C∗ -ïîäàëãåáðà àëãåáðû B(H2) , ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè pi(1) è pi∗(1) , åñòü àë-
ãåáðà Òåïëèöà.
Èíâåðñíûå ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Òåïëèöà èññëåäîâàíû â ðàçä. 5.
2. Èíâåðñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà P  ýòî ïîëóãðóïïà, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò x èìååò
åäèíñòâåííûé èíâåðñíûé ýëåìåíò x∗ òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
xx∗x = x, x∗xx∗ = x∗ (1)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆S ìíîæåñòâî âñåõ èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó-
ãðóïïû S . Äëÿ pi ∈ ∆S îïðåäåëèì S
pi
êàê ïîëóãðóïïó, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè
pi(i) è pi∗(i) , ãäå i ∈ S .
Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåäñòàâëåíèå pi ∈ ∆S íàçîâåì èíâåðñíûì, åñëè S
pi
ÿâëÿåòñÿ
èíâåðñíîé ïîëóãðóïïîé.
åãóëÿðíûì èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
pi : S → B(l2(S)), i 7→ pi(i),
çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(pi(i)f)(j) =
{
f(k), åñëè j = i+ k äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ S;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
C∗ -àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ðåãóëÿðíûì èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîëó-
ãðóïïû S , íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ïîëóãðóïïîâîé C∗ -àëãåáðîé è îáîçíà÷àåòñÿ
C∗
red
(S) [810℄.
Òåîðåìà 1 [11, 12℄. åãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ èí-
âåðñíûì.
Ïðèâåäåì ïðèìåð íåèíâåðñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ïóñòü pi : Z+ → B(H
2)  ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû Z+ , îïèñàííîå â ðàçä. 1,
òàêîå, ÷òî pi(n) åñòü îïåðàòîð-ìóëüòèïëèêàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ einθ .
Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ Φ(z) òàêæå îïðåäåëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé îïåðà-
òîð-ìóëüòèïëèêàòîð TΦ : TΦf = Φf.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü pi : Z+ × Z+ → B(H
2)  ïðåäñòàâëåíèå, îòîáðàæàþùåå
(n, 0) íà einθ è (0,m) íà Φm , ãäå Φ  ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ, íå ïðèíàäëå-
æàùàÿ {einθ}∞n=0 . Òîãäà pi  íåèíâåðñíîå ïðåäñòàâëåíèå, òî åñòü (Z+ × Z+)
p˜i

íåèíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:
Φ(z) = B(z)S(z), ãäå B(z)  ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, à S(z)  âíóòðåííÿÿ ñèíãó-
ëÿðíàÿ óíêöèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå B(z) â íóëå ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ïîýòîìó íàéäåòñÿ
òàêîå n , ÷òî Φ(z) = znB1(z)S(z), ãäå B1(z)  ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå è B1(0) 6= 0 .
Çàèêñèðóåì ýòî n . Çàìåòèì, ÷òî pi(k,m) = pi(k)TmΦ .
Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî [13℄
pi(0, 1)pi∗(0, 1)pi(n+ 1, 0)pi∗(n+ 1, 0) 6= pi(n+ 1, 0)pi∗(n+ 1, 0)pi(0, 1)pi∗(0, 1),
èëè
TΦT
∗
Φpi(n+ 1)pi
∗(n+ 1) 6= pi(n+ 1)pi∗(n+ 1)TΦT
∗
Φ. (2)
Âû÷èñëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2) îò óíêöèè einθ . Ïîñêîëüêó
pi∗(n+ 1)(einθ) = 0 , î÷åâèäíî, ÷òî TΦT
∗
Φpi(n+ 1)pi
∗(n+ 1)(einθ) = 0.
àññìîòðèì T ∗Φe
inθ
. Ïîêàæåì, ÷òî âñå êîýèöèåíòû Ôóðüå ýòîé óíêöèè â
ðàçëîæåíèè â ðÿä
∞∑
k=0
cke
ikθ
, êðîìå íóëåâîãî êîýèöèåíòà, ðàâíû 0. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýëåìåíòû eikθ , ãäå k > 0
(eikθ , T ∗Φe
inθ) = (Φeikθ , einθ) = (eikθB1(e
iθ)S(eiθ), 1) =
∫
S1
eikθB1(e
iθ)S(eiθ) dµ = 0.
Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì íóëåâîé êîýèöèåíò â ýòîì ðàçëîæåíèè:
(1, T ∗Φe
inθ) = (Φ, einθ) = (einθB1(e
iθ)S(eiθ), einθ) =
= (B1(e
iθ)S(eiθ), 1) =
∫
S1
B1(e
iθ)S(eiθ) dµ = B1(0)S(0).
Òàêèì îáðàçîì, T ∗Φe
inθ = B1(0)S(0)1. Îòñþäà
TΦT
∗
Φe
inθ = B1(0)S(0)Φ = B1(0)S(0)e
inθB1(e
iθ)S(eiθ),
òîãäà
pi∗(n+ 1)TΦT
∗
Φe
inθ = pi∗(1)B1(0)S(0)B1(e
iθ)S(eiθ) 6= 0,
ñëåäîâàòåëüíî, (pi(n + 1)pi∗(n+ 1)TΦT
∗
Φ)(e
inθ) 6= 0.
Èòàê, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2) è ïîýòîìó pi  íåèíâåðñíîå ïðåäñòàâëåíèå.
3. pi -ðàñøèðåíèå ïîëóãðóïïû Z+
Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà èç pi -ðàñøèðåíèÿ ïîëó-
ãðóïïû Z+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ Φ òàêàÿ, ÷òî ýòîò
èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì-ìóëüòèïëèêàòîðîì óìíîæå-
íèÿ íà óíêöèþ Φ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T  íåêîòîðûé èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð èç pi -ðàñ-
øèðåíèÿ ïîëóãðóïïû Z+ . Îáîçíà÷èì Q0 = TH
2 ⊂ H2. Ïîêàæåì, ÷òî Q0 èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ pi(1) . Ïîñêîëüêó T êîììóòèðóåò ñ pi(1) , òî pi(1)Q0 =
= pi(1)TH2 = Tpi(1)H2 ⊂ TH2 = Q0.
Òîãäà, ïî òåîðåìå Áåðëèíãà [14℄, åñëè Q0 6= 0 , òî ñóùåñòâóåò âíóòðåííÿÿ óíê-
öèÿ Φ òàêàÿ, ÷òî Q0 = ΦH
2, ïðè÷åì Φ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ.
àññìîòðèì Φ
′
= T · 1 . Ïîñêîëüêó ||(T · 1)h|| ñîâïàäàåò ñ ||h|| äëÿ ëþáîãî h
èç H2 , òî Φ
′
 âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ, ïðè÷åì Th = TΦ′h, h ∈ H
2.
Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Áåðëèíãà ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿêèé èçîìåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð T ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç åäèíñòâåííóþ âíóòðåííóþ óíêöèþ.
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×åðåç C∗pi(Z+) îáîçíà÷èì C
∗
-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì pi , îïèñàííûì â ðàçä. 1; ÷åðåç C∗pi(M)  C
∗
-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ïîëó-
ãðóïïîé M ⊂ Is (H2) .
Åñëè M  pi -ðàñøèðåíèå ïîëóãðóïïû Z+ , òî ïî ëåììå 1 êàæäîìó èçîìåòðè-
÷åñêîìó îïåðàòîðó T ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ Φ
òàêàÿ, ÷òî îïåðàòîð T åñòü îïåðàòîð-ìóëüòèïëèêàòîð óìíîæåíèÿ íà Φ . Îáîçíà-
÷èì M
′
= {Φ; TΦ ∈M}.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü M  pi -ðàñøèðåíèå ïîëóãðóïïû Z+ . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) C∗pi(Z+) = C
∗
pi(M);
2) M
′
 ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M
′
 ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû êîíå÷íûõ ïðîèç-
âåäåíèé Áëÿøêå. Äîêàæåì, ÷òî C∗pi(Z+) = C
∗
pi(M) .
Êàæäîå êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå îïðåäåëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð-
ìóëüòèïëèêàòîð è ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíà-
öèÿìè óíêöèé {einθ}∞n=0 . Ïîýòîìó åñëè B(z)  êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå,
òî îïåðàòîð TB ïðèíàäëåæèò àëãåáðå C
∗
pi(Z+) . Ñëåäîâàòåëüíî, C
∗
pi(Z+) = C
∗
pi(M).
Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü T ∈ M . Òîãäà îïåðàòîðó T ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ Φ ∈M
′
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ H2 : Th = Φh.
Ïîñêîëüêó C∗pi(Z+) = C
∗
pi(M) , òî T ∈ C
∗
pi(Z+) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìîíîìîâ Wi , ñîñòîÿùèõ èç ñòåïåíåé pi(1) è pi
∗(1) ,
òàêàÿ, ÷òî
‖T −
l∑
i=1
λiWi‖ < ε.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìîíîì Wi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
pi(n)pi∗(m) .
Ïîäñòàâëÿÿ Wi = pi(ni)pi
∗(mi) â ïðèâåäåííîå âûøå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
‖T −
l∑
i=1
λipi(ni)pi
∗(mi)‖ < ε.
Ïóñòü m0 = max
i=1,l
{mi} . Òîãäà
‖Tpi(m0)−
l∑
i=1
λipi(ni)pi
∗(mi)pi(m0)‖ < ‖T −
l∑
i=1
λipi(ni)pi
∗(mi)‖· ‖pi(m0)‖ < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî,
‖Tpi(m0)−
l∑
i=1
λipi(n
′
i)‖ < ε.
Òàê êàê îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì-ìóëüòèïëèêàòîðîì óìíîæåíèÿ íà Φ ,
à îïåðàòîð pi(n)  íà óíêöèþ einθ , òî
‖Φeim0θ −
l∑
i=1
λie
in
′
iθ‖ < ε.
Òîãäà
‖Φ−
∑
i
λie
i(n
′
i−m0)θ‖ < ε.
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Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, óíêöèÿ Φ ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè óíêöèÿìè, è ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé óíêöèåé íà
îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îêðóæíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå, ïîëó÷àåì, ÷òî Φ  êîíå÷íîå ïðîèçâå-
äåíèå Áëÿøêå.
4. Èíâåðñíîå pi -ðàñøèðåíèå
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z+
pi
èíâîëþòèâíóþ ïîëóãðóïïó, ïîðîæäåííóþ pi(Z+) è
pi(Z+)
∗
. Îòìåòèì, ÷òî Z+
pi
 áèöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà. Âñå íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýòîé ïîëóãðóïïû ïîëíîñòüþ îïèñàíû â ðàáîòå [15℄. Ïóñòü M  pi -ðàñøè-
ðåíèå ïîëóãðóïïû Z+ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
∗
ïîëóãðóïïó, ïîðîæäåííóþ M è M∗ .
Îïðåäåëåíèå 3. pi -ðàñøèðåíèå ïîëóãðóïïû Z+ íàçûâàåòñÿ èíâåðñíûì, åñëè
M∗  èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà.
Ïóñòü pi : Z+ → B(H
2)  ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû Z+ , îïèñàííîå â ðàçä. 1.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. M∗ èíâåðñíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M∗ = Z+
pi
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M∗ = Z+
pi
. Êàæäûé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû Z+
pi
çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ pi(n)pi∗(m) . Èíâåðñíûì ê íåìó áóäåò ïðåäñòàâëåíèå
pi(m)pi∗(n) . Ïîýòîìó Z+
pi
, à ñëåäîâàòåëüíî è M∗  èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû.
Îáðàòíî, ïóñòü M∗ 6= Z+
pi
. Òîãäà êàæäûé èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð T ∈
∈M\pi(Z+) ïî ëåììå 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç åäèíñòâåííóþ âíóòðåííþþ óíêöèþ:
T = TΦ . Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå M∗  íåèíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà.
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå pi : Z+ → B(H) . Îáî-
çíà÷èì H0 = kerpi
∗(1) . ßñíî, ÷òî H0  ãèëüáåðòîâî ïîäïðîñòðàíñòâî â H .
Òåîðåìà 5. Ïóñòü pi : Z+ → B(H)  èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó-
ãðóïïû Z+ òàêîå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî H0 = kerpi
∗(1) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåð-
íûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíâåðñíîå pi -ðàñøèðåíèå M ïîëóãðóïïû Z+ òàêîå, ÷òî
Z+
pi
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé èíâîëþòèâíîé ïîäïîëóãðóïïîé èíâîëþòèâíîé ïîëó-
ãðóïïû M∗ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî pi ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì èçîìåòðè÷åñêèì
ïðåäñòàâëåíèåì.
Îáîçíà÷èì H1 = pi(1)H0, . . . , Hn = pi(n)H0, . . . Ïîäïðîñòðàíñòâà H0, H1,
H2, . . . ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðèì, ÷òî Hn⊥Hm ïðè m > n .
Èìååì (pi(n)h0, pi(m)h0) = (pi
∗(m− n)h0, h0) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, H =
∞⊕
n=0
Hn, ïðè÷åì ïîäïðîñòðàíñòâî H0 , à ñëåäîâàòåëüíî, è
Hn, n > 0, íå ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè.
Ïóñòü {e
(j)
0 }, j = 1, 2, . . . ,  êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé áàçèñ â H0 . Ïóñòü
e
(j)
n = pi(n)(e
(j)
0 ) . Òîãäà {e
(j)
n }, j = 1, 2, . . . ,  áàçèñ â Hn , {e
(j)
n }, j = 1, 2, . . . ;
n = 0, 1, 2, . . . ,  áàçèñ â H .
àññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî â H ñ áàçèñîì {e
(j)
n }∞n=0 . Íà ýòîì áàçèñå îïåðàòîð
pi(1) äåéñòâóåò êàê îïåðàòîð ñäâèãà: pi(1)(e
(j)
n ) = e
(j)
n+1.
Ïîäïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç H2j .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû, êîíå÷-
íîé èëè áåñêîíå÷íîé, ïîäïðîñòðàíñòâ Õàðäè H =
⊕
j
H2j , ïðè÷åì ïðåäñòàâëåíèå pi
ÿâëÿåòñÿ íà êàæäîì èç H2j íåïðèâîäèìûì.
Òàê êàê H0 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïðÿìàÿ ñóììà
⊕
j
H2j
ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ñëàãàåìûõ. Çàèêñèðóåì äâà ïðîñòðàíñòâà Õàðäè
H21 è H
2
2 ñ áàçèñàìè {e
(1)
n }∞n=0 è {e
(2)
n }∞n=0 ñîîòâåòñòâåííî.
àññìîòðèì îïåðàòîð T ∈ B(H) , êîòîðûé íà H21 ⊕ H
2
2 äåéñòâóåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
T (e(1)n ) = e
(2)
n ; T (e
(2)
n ) = e
(1)
n+1; n = 0, 1, 2, . . . ,
T = pi(1) íà H2j (j 6= 1, j 6= 2) . Çàìåòèì, ÷òî pi(1) = T
2
íà H21 ⊕H
2
2 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî pi(1)T = Tpi(1) , pi∗(1)T ∗ = T ∗pi∗(1) , íî T ∗pi(1) 6= pi(1)T ∗,
T pi∗(1) 6= pi∗(1)T .
Ïóñòü M  ïîëóãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ pi(Z+) è îïåðàòîðîì T . Î÷åâèäíî, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ pi -ðàñøèðåíèåì ïîëóãðóïïû Z+ è Z
pi
+ (M
∗
.
Îòìåòèì, ÷òî M∗ ÿâëÿåòñÿ èíâåðñíîé ïîëóãðóïïîé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ëþáîé ìîíîì â M∗ èìååò âèä T kT ∗lpi(n)pi∗(m)T sT ∗p, à èíâåðñíûì ê íåìó áóäåò
ìîíîì T pT ∗spi(m)pi∗(n)T lT ∗k.
5. Èíâåðñíûå ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Òåïëèöà
Ïóñòü äàíû äâå ñèíãóëÿðíûå âíóòðåííèå óíêöèè
Φ1 = exp
eiθ + 1
eiθ − 1
è Φt = exp t
eiθ + 1
eiθ − 1
,
ãäå t  íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ôóíêöèè Φ1 ñîîòâåòñòâóåò èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð-ìóëüòèïëèêàòîð TΦ1 ,
óíêöèè Φt  îïåðàòîð TΦt .
Çàìåòèì, ÷òî èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû TΦ1 è TΦt , t > 0 , îòîáðàæàþò ïðî-
ñòðàíñòâî Õàðäè H2 ñíîâà â H2 , òî åñòü
TΦt = PTΦt è TΦ1 = PTΦ1 ,
ãäå P  ïðîåêòîð èç L2(S1dµ) íà H2(S1dµ) = H2 .
Ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, íàïðèìåð, ê îïåðàòîðó TΦt ÿâëÿåòñÿ T
∗
Φt
= PTΦ−1t
=
= PTΦ−t . Îïåðàòîðû T
∗
Φt
è T ∗Φ1 íå ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷åñêèìè.
Ïî òåîðåìå Êîáóðíà [1℄ C∗ -àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì
TΦ1 , êàíîíè÷åñêè èçîìîðíà àëãåáðå Òåïëèöà. ×åðåç T1 îáîçíà÷èì C
∗
-àëãåáðó
Òåïëèöà, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì TΦ1 , ÷åðåç Tt  C
∗
-àëãåáðó Òåïëèöà, ïîðîæ-
äåííóþ TΦt .
àññìîòðèì C∗ -àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè TΦ1 è TΦt . Îáîçíà÷èì åå
C∗(TΦ1 , TΦt) . ßñíî, ÷òî T1 ⊂ C
∗(TΦ1 , TΦt).
Åñëè t  ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.
Ëåììà 2. Ïóñòü t = m/n , ãäå m è n  âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà
C∗(TΦ1 , TΦt)
∼= T1/n , ãäå T1/n  C
∗
-àëãåáðà Òåïëèöà, ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðîì
TΦ1/n .
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà TΦm/n = T
m
Φ1/n
è
TΦ1 = T
n
Φ1/n
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C∗(TΦ1 , TΦm/n) ⊆ T1/n .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè m è n  âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî èç àëãîðèòìà
Åâêëèäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k è l òàêèå, ÷òî
nk +ml = 1 èëè k +
lm
n
=
1
n
.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) k > 0, l < 0 ;
2) k < 0, l > 0 .
Ïðîâåðèì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå TΦ1/n = (T
∗
Φm/n
)|l|T kΦ1 , à âî âòîðîì ñëó÷àå
TΦ1/n = (T
∗
Φ1
)|k|T lΦm/n .
Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì
(T ∗Φm/n)
|l|T kΦ1 = (PTΦ−m/n)
|l|T kΦ1 = (PTΦ−m/n)(PTΦ−m/n) . . . (PTΦ−m/n)︸ ︷︷ ︸
|l|
T kΦ1 .
Ïîñêîëüêó
TΦ−m/nT
k
Φ1 = TΦ−m/nTΦk = TΦk−(m/n) è k −
m
n
> 0,
òî PTΦ−m/nT
k
Φ1
= TΦk−(m/n) .
Àíàëîãè÷íî,
PTΦ−m/nTΦk−(m/n) = TΦk−(2m/n) ,
è ò. ä. Â èòîãå ïîëó÷àåì
(PTΦ−m/n)
|l|T kΦ1 = TΦk−(|l|m/n) = TΦk+(lm/n) = TΦ1/n .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T1/n ⊆ C
∗(TΦ1 , TΦm/n) .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì C∗(TΦ1 , TΦm/n)
∼= T1/n .
Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî C∗ -àëãåáðà T1/n ÿâëÿåòñÿ èíâåðñíûì ðàñøèðåíèåì
C∗ -àëãåáðû T1 :
T1 ⊂ C
∗(TΦ1 , TΦm/n)
∼= T1/n.
Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
T1/n ⊂ C
∗(TΦ1/n , TΦm/n2 )
∼= T1/n2 ,
è äëÿ ëþáîãî k
T1/nk ⊂ C
∗(TΦ
1/nk
, TΦ
m/nk+1
) ∼= T1/nk+1 .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C∗ -àëãåáð Òåïëèöà
T1 ⊂ T1/n ⊂ T1/n2 ⊂ T1/n3 ⊂ . . . ,
â êîòîðîé êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ C∗ -àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ èíâåðñíûì ðàñøèðåíèåì ïðå-
äûäóùåé.
Òåîðåìà 6. Èíäóêòèâíûé ïðåäåë C∗ -àëãåáð Òåïëèöà
T1
j
−→ T1/n
j
−→ T1/n2 . . . ,
ãäå j  âëîæåíèå, ïîðîæäàåò C∗ -àëãåáðó, èçîìîðíóþ C∗
red
(Q
(n)
+ ) , ãäå Q
(n)

ïîëóãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîðîæäåííàÿ ÷èñëàìè âèäà m/nk, ãäå m ∈ Z,
k ∈ N , à Q
(n)
+ = Q+ ∩Q
(n)
.
Î ÀÑØÈÅÍÈÈ ÀËÅÁÛ ÒÅÏËÈÖÀ 137
àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà t  èððàöèîíàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïóñòü Γ  ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ÷èñëàìè m + nt , âñþäó ïëîòíàÿ â R , ãäå m,
n ∈ Z . Îáîçíà÷èì Γ+ = Γ ∩ R+ .
Òåîðåìà 7. Ïóñòü C∗(TΦ1 , TΦt)  C
∗
-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ TΦ1 è TΦt . Òîãäà
C∗(TΦ1 , TΦt) êàíîíè÷åñêè èçîìîðíà C
∗
red
(Γ+) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå pi : Γ+ → B(H
2) çàäàíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
m+ nt 7→

TmΦ1T
n
Φt
, åñëè n > 0, m > 0;
(T ∗Φ1)
|m|T nΦt , åñëè n > 0, m < 0;
(T ∗Φt)
|n|TmΦ1 , åñëè n < 0, m > 0.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, òàê æå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ÷òî
pi(m+ nt) = TΦm+nt,
ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî TΦm+nt ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì-ìóëüòèïëè-
êàòîðîì óìíîæåíèÿ íà âíóòðåííþþ óíêöèþ Φm+nt (m + nt > 0) . Çàìåòèì, ÷òî
C∗(TΦ1 , TΦt) ïîðîæäàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì pi .
Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Äóãëàñà [2℄ ñëåäóåò, ÷òî C∗(TΦ1 , TΦt) êàíîíè÷åñêè
èçîìîðíà C∗red(Γ+) .
Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîåññîðó Ñ.À. ðèãîðÿíó çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è öåííûå óêàçàíèÿ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  12-01-97016).
Summary
T.A. Grigoryan, E.V. Lipaheva, V.A. Tepoyan. On the Extension of the Toeplitz Algebra.
We study the C
∗
-extensions of the Toeplitz algebras with the assistane of isometri
operators. It is shown that in the ase when the Toeplitz algebra ats irreduibly, all suh
C
∗
-extensions generate the same algebra, i.e., there is no non-trivial extension of the Toeplitz
algebra. We provide the examples of the non-trivial extensions of the Toeplitz algebra in the
ase when its representation is reduible.
Key words: inverse semigroup, inverse representation, Toeplitz algebra, pi -extension,
inverse pi -extension, C
∗
-algebra.
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